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meters of the oxygen ions which scatter comparatively 
poorly. The atomic positions are 

x,y,¼; ~,~,~; ½+x, ½-y ,  3; ½-x ,  ½+y, ¼, 

with the parameters 
x y 

Mn+3 - 0.036 0.140 
0i -~ 0-27 - 0-20 
O~ 9 --0.21 --0"05 

The values of Fcalc" in Table 1, obtained from these 
parameters, are in satisfactory agreement with Fobs.. 

Discussion 

The average Mn+8-O-~ distance is 2.06A., in satis- 
factory agreement with the sum of radfi, 2.02A. 
(Pauling (1940, p. 350)). The average 0 -2-0  -2 distance 
is 2-9 A., again in agreement with the expected value, 
2.80A. (Pauling (1940, p. 350)). 

Gruner (1947) has discussed the diaspore-goethite- 
groutite series and the boehmite-lepidocrocite-man- 
ganite series on the basis of unit-cell volumes. The 
member of each dimorph with the smaller cell volume is 
observed to be the more stable, presumably because the 
coulomb energy is greater for smaller inter-atomic dis- 
tances. I t  may be of interest to add a possible explana- 
tion for the deviation of manganite from the second 
series, inasmuch as its true unit cell has about twice the 
a value and one-half of the b value of boehmite. The 
electronic configuration of Mn+3 is ls~2s~2ps3s23pS3d 4. 
Hund's rule places the four 3d electrons unpaired in four 
of the five 3d orbitals, le£ving one 3d orbital unoccupied. 
The Mn+3 ion could then form partially ionic, partially 
covalent bonds of intermediate type; the covalent part 
would be of the square, coplanar dsp 9 type. I t  seems 
very likely that  this is the case, because the structure of 
manganite (Buerger, 1936) actually has four oxygen 

• ions surrounding a manganese ion at distances of 1.85 to 
1.92 A. in a nearly square configuration, while the two 
other oxygen ions of the octahedron are at a distance of 
2.30 A. Bonding of this type is not possible for the Fe +3 
ion because each of the 3d orbitals is occupied by an un- 
paired electron, and none is available for covalent con- 
tribution. In Al+3 the 3d orbitals are at much too high 
an energy level to be useful in this way. 

While it is possible that  this phenomenon contributes 
also to the stability of manganite as compared with 
groutite, it is also possible that  such distortions of the 
oxygen octahedra occur in groutite as well. Again, 
because of the low scattering power of 0 -2 compared 
with that  ofMn +3, we did not think it profitable to t ry  to 
refine the oxygen parameters in order to investigate this 
possibility. 

We are very much indebted to Prof. John W. Gruner, 
who suggested that  we undertake this problem, for 
supplying us with the groutite crystals. We wish to 
thank the Graduate School of the University of 
Minnesota for a grant in aid of this research. 
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Die Absorption der R6ntgenstrahlen in Kristallen im Interferenzfall 

VoN M. yon LAVE 

Max Planck Institut fi~r Physik, G6ttingen, Deutschland 

(Eingegange n am 2. August 1948) 

Experiments by Borrmann show that the absorption of the primary X-ray in a perfect crystal is 
affected, and sometimes reduced, by the presence of diffracted rays. The paper discusses the case 
where both the primary and the diffracted rays leave the crystal slab by the same face; the change 
of absorption of the primary ray is calcLflated according to the dynamical theory of X-ray diffraction 
and is found to be in general agreement with Borrmann's observations. 

1. Problemstellung 

Die dynamische Theorie der RSntgenstrahlinterfer- 
enzen diirfte im Allgemeinen ziemlich abgeschlossen 
sein; eine Folgerung aus ihr ist jedoch noch nie vSllig 
durchdiskutiert worden, namlich wie die Strahlen im 
Fall einer Interferenz absorbiert werden. Zwar weiss 

man lange, dass in diesem Falle der gewShnliche Ab- 
sorptionskoeffizient gleich dem Brechungsindex seine 
Bedeutung verliert. Die Wellenfelder, welche dabei an 
die Stelle der einfachen ebenen Welle treten, erleiden 
grundsatzlich eine ganz andere Absorption. Nun ruft 
eine ebene Welle, wenn sic auf einen Kristall trifft, in 
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diesem zwei Wellenfelder hervor, die sich aueh in der 
Absorption unterscheiden; und dies bedingt eine Kom- 
plikation der Verhgltnisse, welche eine genaue Durch- 
rechnung notwendig macht, sofern man die Intensitgt 
der in Fortsetzung der einfallenden aus dem Kristall 
wieder austretenden Welle angeben will. 

Die dynamische Theorie sah zungchst von der 
Absorption ganz ab und kennzeichnete den Kristall 
durch eine dreifach periodische, reelle Funktion des 
Ortes, X, welche zur Diehte der Elektronen proportional 
ist. Kohler (1933)* fiihrte die Absorption in sie ein, 
indem er X als komplexe Gr6sse betrachtete, ein Ver- 
fahren, welches Moli~re (1939 a, b, c) wellenmechanisch 
untermauerte. Kohler interessierte sich nur ffir die 
abgebeugte Welle. Sparer jedoch zeigten Versuche von 
Borrmann (1941) fiber den Durchgang yon R6ntgen- 
strahlen durch dfinne, streng einkristalline Schichten 
kennzeichnende Interferenzeinflfisse auch in der Inten- 
sitar des direkt durchgehenden Strahls. In Anlehnung 
an einen ~lteren Versuch yon Rutherford und Andrade 
(1914) lgsst Borrmann n~mlieh ein weir geSffnetes 
Strahlenbtindel auf die Sehicht auftreffen und f~ngt es 
sodann auf einer photographischen Platte auf, sodass 
sich auf dieser, im Allgemeinen ziemlich gleichmgssig 
geschw~rzten Platte die Spuren der Strahlen, welche zu 
Interferenzen Anlass geben, deutlich abheben. Aber 
diese Spuren heben sich nicht etwa immer hell yon ihrer 
Umgebung ab, wie man es bei dem glteren Versuehe sah, 
sondern man bemerkt in ihnen ganz deutlich dunklere 
Stellen. Auch sind die rechts und links an sic angren- 
zenden Stellen nicht gleich geschw~rzt, vielmehr sieht 
man an ihnen einen deutliehen Sprung in der allge- 
meinen Schw~rzung des Untergrundes. Diese Erschei- 
nung mit der Theorie in Zusammenhang zu bringen, ist 
der Zweck der folgenden Ausffihrungen. 

2. Die Fourier-Koeffazienten von X 

Die drei Translationen des Raumgitters bezeiehnen wir 
mit (1~, die des reziproken Gitters mit b~ ( a =  1,2, 3); 
wir setzen 

mlbl +m2b 2 +msba = b,~. (1) 

Unter r verstehen wir den Ortsvektor. Als 'Gitter- 
funktion'  lgsst sich X in die dreifache Fourier-Reihe 

X = X Xm exp [-- 27ri(brar)] (2) 
m 

entwickeln, in welcher der Index m abkfirzend drei 
Summationszahlen ml, m2, m s vertrit t .  Ist  X reell, so 
sind die Koeffizienten 

1 f z  xexp[2ni(bmr)]dr'  } 
X m  - -  ((11 (12 (13) elle 

I f z  (3) Xm-- ((11 (12 (13) elle x exp [ - 21ri(bmr)] dr 

konjugiert komplex; insbesondere ist X0 (d.h. eigentlich 
Xooo) reell. 

* Einen Vorlgufor hat diese Arboit' in dor Vor6ffontlichung 
yon Prins (1930). 

107 

Jetzt  aber haben wir an 

X = X~ + ixi (4) 

einen reellen und einen imagingren Teil, X~ und X~, zu 
unterscheiden, ebenso bei X0 den reellen Teil 

1 F 
X0r -- ((11a-2(13)) Zelle X r  dT. (5) 

und den imagingren 

1 f z  XidT" 
X o i  - -  ((11 (12 (13) elle 

Eine entsprechende Zerlegung 1/~sst sich r, atfirlich an 
jedem anderen Koeffizienten Xh vornehmen. Wichtiger 
aber ist die Zerlegung 

Xh = X~r +/XJ,~ (6) 
in zwei durch die Gleichungen 

X~r = ((11 (1~ (13i erie X," exp [2rri(bh r)] dr, 

X h i  (111112 (13) elleXi ex p  

bestimmte komplexe Summanden. Die Zweckmgssig- 
keit dieser Zerlegung zeigt die Bereehnung der im 
Folgenden immer wieder auftretenden Zahl 

XhXi, =¢h + i~&, (8) 

wobei ¢i,= ' ' ' ' ~), . . . .  (9) Xh~ X~,. - Xhi X~i , = Xhr X~i + Xhi X~r 
ist. Well Xh~ und X~r, Xhi und Xii konjugiert komplex 
sind, sind Ch und #h reell. Ftir die Interferenz hi, h2, h a 
sind X ° und X0°,, ¢h und ~ka die kennzeichnenden Zahlen. 
Suchen wir ihre Gr6ssenordnungen abzuschgtzen. 

Zu diesem Zweek betrachten wir ein Wellenfeld mit 
nur einem starken Strahl in der Richtung des Ein- 
heitsvektors %. Die dynamische Theorie fiir nicht- 
absorbierende Kristalle bestimmt in diesem Fall den 
Wellenvektor ~ zu 

~=(I +½Xo)kSo, (lO) 
wobei k das Reziproke der Wellenlgnge h bedeutet. Wir 
behalten diese Gleiehung auch jetzt bei, wie wir auch 
spgter beim Interferenzfall auf bekannte Formeln der 
Theorie ffir den nichtabsorbierenden Kristall zuriick- 
greifen werden.* Nur wird gleichzeitig mit X0 aueh 2R 
komplex. Wir zerlegen R in den reellen Teil 

~r = (1 + ½ Xor) k% (11) 

und den imagingren 

~:~i- 1_ (12) 
- -  -~ Xoi k~o . 

Bei der Darstellung der Welle dureh die ExponentiM- 
funktion exp [ -2n i (Rr ) ]  bekommt dalm die Amplitude 
den D~mpfungsfaktor exp [nXoik(%r)], die Intensit~t 

* Wir benutzen diese Formeln in der Gestalt welche sie bei 
von Laue (1941, Kapitel 5) haben; G1. (10) entspricht der 
dortigen Formeln (27.2). Die Bezeichnungen in dies~r Arbeit 
stimmen mit denen in meinem Buche iiberein bis auf eine: 
dort is 0 der ganze Abbeugungswinkel, hier der halbe, d.h. 0 ist 
jetzt der Braggsehe Glanzwinkel. 
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exp[2;rXo~k(~o~)]. Ausgedriickt durch den Absorp- 
tionskoeffizienten/z ist der letztere aber gleich 

exp [ - ~(zo ~)]; 

also gilt: Xoi = -/z/2rrk = - /zh/2n < 0. (13) 

F i r  Xo~ wird man, wenigstens ausserhalb der Spektral- 
bereiche anomaler Dispersion, welche die Absorptions- 
kanten umgeben, die Berechnung aus der Zahl der 
Elektronen pro Volumeneinheit, N, ni~mlieh 

Xor = -e3NA3/nme~" (14) 

benutzen kSnnen, welche die die Absorption nicht 
berticksichtigende Theorie f i r  X0 angibt (yon Laue, 
1941, G1. (26.49)). Sie fiihrt auf die GrSssenordnung 
10-s; ffir NaC1 und die Wellenli, nge 1,54 × 10 -s em. z.B. 
auf den Wert 

Xor = - 1,36 x 10 -a. (14a) 

Xoi li, sst sieh naeh (13) aus jeder Messung yon # ableiten. 
Wit geben in der folgenden Tabelle einige Zahlen; die 
# We're  ffir Aluminium und Kupfer entstammen den 
Internationalen Tabellen zur Bestimmung von Kristall- 
strukturen (1935, Bd. 2, S. 577 u.f.) die f i r  Eisen und 
Zirkon der Absorptionskurve yon JSnsson (1928) (yon 
Laue, 1941, S. 10). Sie sind f i r  den vorliegenden Zweck 
der GrSssenordnungsbestimmung j edenfalls hinreich- 
end genau. 

h /~ Xoi 

A1 5,6 x 10 -~ era.  7,12 e m  -~ - - 6 , 3 5  x 10 -~ 
2,3 × 10 -s  398 - - 1 , 4 6 ×  10 -~ 

Cu 5,6 × 10 -~ 235 - - 2 , 1  x 10 -~ 
2,3 × 1 0  -a  1 , 3 7 × 1 0  S - - 5 , 0  × 1 0  -~ 

Fo 1,735 × 10 -s  3,8 × 10 a --  1,0 x 10 -~ 
Z r  6,87 × 10 -9 710 - - 7 , 8  × 10 -7 
NaG1 1,54 × 10 -a 153 - 3,75 × 10 -~ 

Auch die Bereehnung f i r  Natriumchlorid beruht auf 
der JSnsson'schen Kurve und setzt Additivit~t der 
Absorptionen des Natriums und des Chlors voraus. 

Die beim Eisen und Zirkon gew/ihlten Wellenl/~ngen 
liegen dicht unter den Wellenl/ingen der K Kanten 
(1,739 x 10-Sem. beim Fe, 6,872 x 10-gem. beim Zr), 
also in Gebieten besonders starker Absorption und 
anomaler Dispersion. Die Tabelle weist daraufhin,  dass 
man ausserhalb solcher Bereiehe wohl immer Xoi als 
klein gegen X0r betrachten darf. Beim Natriumehlorid 
und der Wellenl/inge 1,54 x 10 -s cm. z.B. ist 

Xoi/Xo~ = 2,76 × 10 -2. (15) 

Von diesem Verh~ltnis der Mittelwerte X0r und Xoi 
darf man wohl in vielen F/illen auf e inder  GrSssenord- 
nung naeh gleiches Verh/~ltnis der Werte von Xr und X~ 
in jedem Punkt  der Zelle schliessen. Aus (7) folgt dann 
Xai ~ Xh~, und aus (9), dass man in dem Ausdruck ffir Ch 
den zweiten Summanden vernachlissigen kann. Es ist 
also 

I? l (16) 
Sieher ist dieser Schluss freilieh nieht. Immerhin 
di r fen  wir bei der Interferenz 200 am NaC1, die wir 

sp/~ter als Beispiel betrachten wollen, wohl annehmen, 
dass die Fourierkoeffizienten 

1 ~ a  ~ a  ~'a 
X2°°r=~Jo Jo Jo x~'exp[4rdxJa]dxldx~dxa (17) 

1 ~a~a~a 
una x200i = 10 J0 xi oxp [4.i x,/ i ax= x= 

ungef/~hr der Proportion 

X~ooi/X3oor = Xoi/Xor = 2,76 × 10 -3 
geniigen; denn die Funktionen X~ und X~ sind hier im 
Wesentliehen auf die n/~ehste Umgebung der Ebenen 
x 1 =0,  ~La, und a beschri, nkt. Der Struktursymmetrie 
wegen ist ferner X~oo~ =X3oo~, X~oo~ = X~oo~. Dann folgt 
aus (9) und (15): 

lk3oo/fbgoo = 2XodXor=5,52 × 10 -3. 
Auf solche GrSssenordnungsbeziehungen grtinden wir 
unser N~herungsverfahren. In dem schon erwi~hnten 
Beispiel aber setzen wir, um numeriseh rechnen zu 
kSnnen: 

X3oor = 0,9 Xo- (18) 

3. Die Absorption einzelner Wellenfelder 
FiJlt  eine ebene Welle mit dem Wellenvektor R~ ~) auf die 
Vorderfl/iche z = 0 einer bis zur Ebene z = D reichenden 
Kristallplatte und zwar so, dass in dieser die Inter- 
ferenz hi, hg, h S entsteht, so ruft sie im Allgemeinen 
zwei Wellenfelder in dieser hervor, jedes mit zwei 
starken Wellen; die Wellenvektoren des einen Feldes 
nennen wir -Q01 und -~hl, die des anderen -Qo~ und ~h~. 
Ffir j edes Feld sind diese Vektoren verbunden dureh die 

Gleiehung Rh = Ro + b~ (19) 

und sie sind mit R~) verbunden durch d ie '  Anpassungs- 

gleiehung' ~o = ~(o a) - k3B, (20) 

in welcher ~ den Einheitsvektor in der positiven z 
Richtung bedeutet. Ffir die Zahl ~ gibt die die Absorp- 
tion nicht beriicksichtigende Theorie die Gleichung 

1 oc h 
+2(E~+½X°(  1-11~3+C3XhXII~'Th/.3 ' 07~!  (21) 

(Siehe yon Laue (1941, G1. (28.9), (28.12 a) und (28.12 b)).) 
Hier bedeuten 7o und 7h die Cosinus der Winkel 
zwischen Ro, bzw. R~ und 8, wie sie sich naeh der geo- 
metrisehen Interferenztheorie berechnen; sie sind also 
Konstanten, kennzeichnend ffir die Interferenz th, h 3 ,h a . 
C bedeutet entweder die Zahl 1 oder [ cos 20 I, wobei 20 
der naeh der geometrischen Theorie zu bereehnende 
Winkel zwischen Rh und R0 ist, j e nach dem Polarisa- 
tionszustand. Schwingt die elektrische Feldst/~rke 
senkrecht zur Ebene der Vektoren R0 und R~ (die wir 
hier, wie fiblich, als mit der Einfallsebene zusammen- 
fallend annehmen), so ist C= 1; schwingt sie in dieser 
Ebene, so ist C = I co§ 20 I. Die Zahl a a bestimmt den 
zwischen R(~ ~ und $ gelegenen Einfallswinkel ~r 0 ; ist ~rok 
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der Winkel, den die geometrische Theorie daffir angibt, 
so ist n/~mlich 

ah = (if0 - ff0~) sin 2O. (22) 

(Siehe yon Laue (1941, G1. (28-8) u. (28.23)).) 
Dass a n nach der dynamischen Theorie in gewissen, 

wenn auch engen Grenzen variieren daft, zeigt an, dass 
nach dieser Theorie im Gegensatz zur geometrischen, 
aber in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit, die 
Interferenz in einem endlichen Winkelbereich statt-  
findet. 

Das Wellenfeld, ftir welches das positive Vorzeichen 
in (21) gilt, nennen wir das erste, das mit dem negativen 
Vorzeichen vor der Wurzel, das zweite Feld. 

In der Durchffihrung der dynamischen Theorie hat  
man sodann die FiUle 7n < 0 und 7n > 0 zu sondern. Ist  
7n < 0, so t r i t t  der abgebeugte Strahl auf der Vorderseite 
(z=O) der Kristallplatte aus; man finder Interferenz- 
Reflexion und die damit verbundene Extinction des 
Wellenfeldes, welche dies meist weir schneller ausl6scht, 
als jede regul/~re Absorption. Immerhin maeht sich eine 
solche bei dieser Erscheinung bemerkbar, nicht nur in 
der Herabsetzung der im abgebeugten Strahl austre- 
tenden Energie, sondern auch, wie Kohler (1933) zeigte, 
in einer eigenartigen Unsymmetrie der Reflexionskurve. 
Einen durchgehenden Strahl gibt es in diesem Fall 
h6ehstens bei extrem dfinnen Kristallschichten. Wir 
beschr~nken Uns daher im Folgenden auf den Fall 
7a > 0, in welchem der abgebeugte Strahl ebenfalls auf 
der Riickseite (z = D) der Platte austritt .  

Je tzt  gehen wir, um die Absorption zu berficksich- 
tigen, wie schon oben zu komplexen Werten yon X 
fiber. In (21) werden dann X0 und ga × X~ komplex und 
wir erhalten, nach (8), 

,a -½(X°r+ix°i) \7o 7 h i !  

Ir~a~+½(Xor+iXo~) 1 ~ 

-]: } Lt')'h ~ o - ~  YoYn 
(23) 

Also wird auch die Zahl 3, welche bei reellem X wegen 
7n > 0 stets reell w~re, komplex, und mit ihr nach (20) 
der Wellenvektor R0. Und zwar giltl wenn wir am 3 wie 
am Ro die reellen yon den imagingren Teilen durch die 
Indices r u n d  i unterscheiden: 

Ro, = R(o a) -  k3~, Roi = - ]c3i~. (24) 

Nun lautet die Darstellung der elektrischen Verschie- 
bung im Wellenfelde mit zwei starken Wellen 

~) = exp [ - 27ri(Ror)] {~)o + ~n exp [ -  27ri(ba~:)]}. (24"a) 

Das Hinzukommen des imagin/~ren Tells Roi bewirkt 
also das Auftreten eines Di~mpfungsfaktors 

exp [ -  27r/c3i(~r)] 
bei der Amplitude, 

exp [ - 4.k3~(~)] 

bei der Intensit/~{. Daher ist 

o" = 4nk3~ (25) 

der Absorptionskoeffizient des Feldes. Ebenen gleicher 
Intensit/~t sind dabei die Ebenen z=const . ;  dieser 
Koeffizient bezieht sich auf die z Koordinate. Bezogen 
auf die Richtung des einfallenden Strahls Ro w£re 7o 
der Absorptionskoeffizient. Jedoch ist eine solche 
Bezugnahme auf den einfallenden Strahl in gewissem 
Sinne unberechtigt, insofern doch im Wellenfelde beide 
Wellen gleichberechtigt sind. 

Des Weiteren beschrgnken wir uns auf die oben 
begrfindete Annahme X0i < X0r und ~k h < qt h . Die in (23) 
auftretende Wurzel entwickeln wir nach steigenden 
Potenzen yon X0i und ~k h und lassen quadratische und 
h6here Entwicklungsglieder fort. Dann ist 

], 
+ ½(xo, + ixo~) - + - -  (¢~ + i ~ )  

7o7n 

a h 1 

C 2 

U7n - 

Ftihrt man also start  a n die reelle Zahl 

flr-~2aa--Xor(1--Th/yo)--=2sin20(~o--~kom)* (26) 
ein, so wird 

+ 1  I r 2 4 27n t 

4 ~ 4 ~7n i [ f l r + C  7o¢h] (27) 

Jetzt  kennzeichnet die Zahl fir die Richtung des 
Strahls 21~ a) und zwar so, dass/?~ = 0 die Mitte des Inter- 
ferenzbereichs ist, w/~hrend an = 0 nach (22) die Stelle 
angibt, an welche die geometrische Theorie das Inter- 
ferenzmaximum verlegt; es ist plausibel, dass die 
dynamische Theorie besser mit/?~ arbeitet. 

In der Gleichung (27) ftir 34 bezieht sich nach der 
obigen Verabredung das positive Vorzeichen auf das 
Wellenfeld No. 1, das negative auf das Feld No. 2. Die 
beiden yon der einfallenden Well, gleichzeitifl angeregten 
Wellenfelder erleiden also verschiedene Absorption. Wir 
unterscheiden auf der rechten Seite von G1. (27) drei 
Summanden, die wir zun/~chst gesondert diskutieren. 

Der erste Summand, - ~  Xoi, ist das alge- 

braische ~ i t t e l  der Werte 3~, die fiir den Strahl ~o 
allein oder ftir .~ln allein gelten mtissten. W~re n/~mlich 
~0 allein da, so w~re nach (13) der auf die Bichtung 
bezogene Absorptionskoeffizient 

70 °, =,a = - 2nkXo i 

* Siehe von Laue (1941, G1. (28.13)). Der Einfallswinkel 
~kom gibt die Mitre des Interferenzbereiches an. 
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und dies, in (25) eingesetzt, ergibt 3 , = -  ½Xo~/Y0; fiir 
R~ allein w/~re entsprechend ~ = - ½ Xoi/Ya . 

Der zweite Summand 

+ 

- 4[f~ + 4c~ ~o¢~] 
i 

vermittelt ,  wenn f r von emem gegen 2 C [ ~  ~b~] grossen 

positiven zu einem ebenso grossen negativen Wert 
iibergeht, zusammen'mit  dem ersten Summanden den 
1L?bergang yon ~i = -- ½ Xoi/'/~ zu ~i = - ½ Xoi/7o. Und 
zwar ist im Feld No. 1 ( + Zeichen) der erste dieser Werte 
giiltig bei positivem/?~, der zweite bei negativem/?~ ; im 
Felde No. 2 ist es umgekehrt. Ferner ist der dritte 
Summand fiir so grosse /?r zu vernachl/~ssigen. Dies 
1/~sst sich leicht verstehen. Aus der ftir nichtabsorbie- 
rende Kristane giiltigen Theorie l£sst sich n/~mlich die 
Aussage iibernehmen, dass bei so grossem fir in jedem 
Felde ein Strahl welt iiberwiegt, R~ fiir Feld 1 und 
positives/?~, Ro fiir Feld 2 und positives/?~. 

W/~hrend der zweite Summand bei /? ,=0 ver- 
schwindet, hat  der dritte, 

+ 

-2v°[ fl~+~~~ Vo ~'"J 7~ '  

d0rt seinen absolut grSssten Betrag, n/~mlich 

4[70yaCa]t" 

Dieser t r i t t  additiv oder subtraktiv zum ersten Sum- 
manden hinzu, verst~rkt bei positivem ~ka also die 
Absorption fiir das Feld No. 1, setzt sie entsprechend 
fiir Feld No. 2 herab, bei negativem ~ka ist es umgekehrt. 
Auf diesem dritten Summanden beruht die Erkl/~rung 
ftir die erw~hnte Beobachtungstatsache, dass der Inter- 
ferenzeinfluss eine weitgehende Verminderung der 
Absorption bewirken kann. 

4. D a s  Zusammenwirken der beiden Wellenfelder 

In  der Erzeugung der beiden hinter der Platte zu 
beobachtenden Strahlen wirken beide Wellenfelder 
zusammen; um das Ergebnis berechnen zu kSnnen, 
miissen wir zun£chst noch das einzelne Wellenfeld einer 
genaueren Betrachtung unterziehen. Es handelt sich 
d~bei um d~s Verhgltnis der Betr/~ge der Vektoren ~o 
und ~)a welche in (24a) vorkommen; wir nennen diese 
D O und  Da. 

In  den Formeln, welche die dynamische Theorie 
unter Vernachl/~ssigung der Absorption gibt, kommt 
eine Zahl 7 mit folgender Definition vor: 

= 1 wenn der Vektor ~) in der Ebene der Strahlen Ro 
und Ra liegt und zugleich > ~r ist. 

= 0 in allen anderen F~llen. 

Die Theorie kennzeichnet ferner die Einfallsrichtung 
durch die GrSsse 

f = 2ah - go(1 -- Y~/Yo), (28) 

welche bei fehlender Absorption mit dem in (26) einge- 
fiihrten/?r identisch ist; sobald man, wie wit es unten 
tun,/? als komplex auffasst, ist fir, wie schon der Index 
andeutet, der reeUe TeLL yon ft. Mit diesen Beziehungen 
gilt nun: 

E Z -+ 
LT'oJ Do = 2 C ( -  1)~ X~[y~/yo] t (29) 

Ferner formt j ene Theorie diese Gleichung unter Ein- 
fiihrung der Funktion v von f urn: 

~in v = 2 C [ ~  ° X~, X~] (30) 

Dann gilt bei positivem Vorzeichen in (29), also fiir 
Feld No. 1 : 

Dr, .,~. ,~Fx~-i t 
- - ( - . ,  J , LYoJ 

bei negativem Vorzeiehen, also ffir Feld No. 2: 

½-S" 
LYoJ 

(31) 

(Siehe von Laue (1941, G1. (28-18), (28-47) und (28.48)). 
Nur maeht die letzte Gleichung vonder  hier fortfallen- 
den Voraussetzung Gebrauch, dass Xh und X~ konjugiert 
komplex sind.) 

Nun kSnnen wir den Zusammenhang der beiden 
Wellenfelder mit der einfallenden Welle ermitteln, 
deren Amplitude wir mit D~ a) bezeichnen. Dazu ver- 
helfen uns die Grenzbedingungen ftir die Vorderfl£che 
z = 0. Unterscheiden ~dr j etzt die beiden Felder durch 
die Indices 1 und 2, so lauten diese: 

Do1 + Doe = D~ ~), Dht + Dh2 = 0. (32) 

Eliminiert man aus (31) und (32) einmal Dhl und Dhg, 
das andere Mal Dot und Do~, so folgt 

e-v 8+v 
- - -  D~ ~), Do~= 2 D(o a,. (33) D°~ - 2 ¢o~ v Eo~ v 

(Vgl. yon Laue (1941, G1. (30.1) und (30.4)).) 

[Th] ~ Dhl-- 2 ~0S v [70]½ D~a)' 

[yh]t D ~ 2 - +  ( -  1)~ g -~ ]  ½ 
2 ~0~ V [~°]t D~°a," 

Jetzt  betrachten wir wieder f als komplexe Zahl. 
Nach (30) wird dann auch v komplex (v =v,.+vi); die 
Berechnung des imagini~ren Tells vi brauchen wir nicht 
~uszufiihren, ftir den reellen aber gilt: 

f, 
~iuv'=2cFy~¢~] ' 'L~0 (34) 
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Die beiden riickseitig aust re tenden Strahlen R~) ~ und 
R~ a~ bilden sich a.us diesen beiden Wellenfeldern an der 
hinteren Grenzebene z = D .  Uber  ihre Ampl i tuden 
geben die dort  geltenden Grenzbedingungen Aufschluss; 
sie lauten: 

Do1 exp [ -- 2zriRol~ D] + Do~ exp [ - 2zriRo~z D] 
(d) • (d) = D o exp [ - 2zrsR0~ D], 

D~l exp [ - 2zriR~l~ D] + Dh~ exp [-- 2 7 r i . ~ D ]  

=D~,g'exp[-2~riR(a~ D]. (35) 

(Siehe von L~ue (1941, G1. (30.2)). Der Index z weist auf  
die z Komponenten  der Vektoren R hin.) 

Bfldet man  die absoluten Betr/~ge der hier auf- 
t re tenden komplexen GrSssen, so erh/~lt man nach (24) 
und (25)* 

I D~) ~, I ~= 1 O01 exp [ -  ½0-~ D] exp [ -  2zrik3rl D] 

+ Do~. exp [ -  ½0-~ D] exp [ - 2zrik3r~ D] [~ 

[ D]~ [~= [ D~l exp [-½0-1 D] exp [ -  2Trik3 n D] 

+ D ~  exp [-½0-2 D] exp [-2zrikSr~ D] [~. (36) 

Nun machen wir yon (33) Gebrauch und bedenken, dass 
in unserer N/iherung [ Eo5 v [~ = Eo~ ~ vr ist; so finden wir: 

I D~' I ~ exp [ -  ½(0-1 +0-5) 
]DCoa)[ 5 -  4 ~059" Vr D]{exp[2Vr+½(0-1-0-5) D ] 

+ exp [ - 2v~-  ½(0-1 - 0-~) D] 

+2cos[2zrk(3n-$r~)D-2v~]},  (37)~ 

y~[D£a)l 5 exp [ -  ½(0-1 +0-5) D ] 
re I D(o a, 15- 4 ~r~ 5 v r {exp [½(0" 1-0-3) D] 

+ exp [ -  ½(0-1-0-5) D] - 2 cos [2~r/c(3rl- 3r5) n ] )  ]Xa [" 

(38) 
In  beiden Klammern  { } entspricht  der erste Summand  
dem Wellenfelde No. 2, der zweite dem Feld No. 1. 

Nach (25) und (27) ist 

½(0-1+0-5) = - (1 /3 /o+ 1/ya)Xo~Zrk. (39) 

Naeh dem zu G1. (27) Gesagten entsprieht  dies dem 
Mittelwert  der Absorptionskoeffizienten, welche fiir Ro 
bzw. fiir Rh allein g/iltig w/~ren. Der Faktor  

exp [ -  ½(0-1 + 0-5) D] 

* ~rl, ~I ergeben sieh aus (27), worm man das obere; 3r2, ~,, 
wenn man das untere Vorzeiehon gelten l~sst. Dass in beiden 
Gleiehungen (36) dieselben Exponenten vorkommen, liegt an 
der aus (l 9) folgonden Beziehung: 

t Vgl. von Lauo (1941, G1. (30.5)). Entgegen der Erwartung 
wird die rechte Seite in (37) ftir D = 0 nicht gleich l, sondern 
gleich 1 - (sin ~ vi/~DS vr). Da aber 

is$, bedeute$ dies einen Fehler  von  der  zweiten, hier durchweg 
vernachl/~ssigten Ordnung.  
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vor den Klammern  ist danaeh yon fir, d.h. yon der 
Einfallsriehtung, unabh/~ngig. Weiter ist, wenn wir 

1 2C 2 

_0-', Yo =0-" (40) 

Efir2+ 4C5 ~¢h] ~ Efir~+ 4C5 ~¢h] ' 
setzen, ½(0-1 - 0-3) = 0-' + 0-". (41) 

Is t  ~r h > 0, so ha t  fiir die Mitre des Interferenzbereiehs, 
in welcher fir und daher aueh v r Null sind, die erste 
Exponent ia l funkt ion in (37) und (38) einen positiven, 
die zweite einen negativen Exponenten.  Je  gr6sser die 
Sehichtdicke D ist, um so mehr  fiberwiegt daher der 
erste Summand  den zweiten und auch den dri t ten,  mit  
dem Cosinus multiplizierten. Darin driickt sich die 
Tatsache aus, dass das zweite Feld weniger absorbiert  
wird, als das erste und schliesslich, bei hinreichend 
grossem D, allein fibrig bleibt. Is t  ~h < 0, so vertauschen 
die beiden Wellenfelder ihre Rollen. 

Die Cosinusglieder in (37) und (38) k6nnen aus der 
weiteren Diskussion ausscheiden. Naeh (27) ist 
n&mlich ' [  8,3 = fi + 4c2 Ch 

und der Minimalwert  dieser Differenz, fiir fir = 0, betragt  
C 

[yhyo]i[¢h]½. Dies ist yon der Gr6ssenordnung der 

Breite des Interferenzbereichs in Winkelmass, also bei 
st/~rkeren Interferenzen yon der Gr6ssenordnung 10 -5. 
Die Multiplikation mit  2nk macht  daraus, wenn wir an 
Wellenl/~ngen der Gr6ssenordnung 10-Scm. denken, 
104 cm. -1. Sehwankt  im Versuch also die Schichtdicke 
D um Betr/~ge von 10 -4 cm., so mit te l t  sich das Cosinus- 
glied schon heraus; tats/~chlieh hat  noSh keine Beobach- 
tung etwas yon ihm merken lassen. 

Sehen wir also von dem dri t ten Summanden  in (38) 
ab, so erkennen wir als notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir eine Symmetr ie  der abgebeugten Strah- 
lungsintensit/~t beztiglieh der Stelle fir = 0, dass Yh = Y0 
ist; denn in diesem Fall  versehwindet 0-', und die 
Exponenten  sind gerade Funkt ionen yon fir. Ftir den 
durehgehenden Strahl  besteht  nach (37) eine solche 
Symmetr ie  niemals, weft vr eine ungerade Funkt ion  von 
fir ist;  die Ursache dieser Unsymmetr ie  lassen die 
Gleichungen (33) fiir Do1 und D09 erkennen: D02 wird 
st/~rker als Do1 angeregt bei posit ivem fir, das auch ein 
positives vr zur Folge hat.  Bei negativem fir ist es 
umgekehrt .  Und D01 wird nach dem Obigen anders 
absorbiert,  als D0~. 

Das In tens i t / i t smaximum liegt f/Jr den durchgehen- 
den Strahl niemals bei fir = 0; denn nach (33) werden fiir 
diese Einfallsrichtung beide Wellenfelder gleich stark 
angeregt. Gfinstiger ffir die Intensit/~t ist es aber, wenn 
das schw/icher absorbierte Feld st/~rker angeregt wird. 
Freilieh rfickt das Maximum um so n/ther der Stelle 
f i r=0 ,  je gr6sser die Schichtdicke D wird; denn um so 
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weniger kommt  es auf  die Erregungsst~rke der beiden 
Felder an: 

Bei Kris ta l len ohne Symmetr iezent rum ist der letzte 
Faktor  auf  der reehten Seite yon (38), ['XF, I / I X h  I, yon 1 
verschieden. I D~ a) 12 ist also unter  sonst gleiehen 
Umst~nden ffir die Interferenzen h i , h~, h a und  hi,  h 2 , ha 
verschieden; darin/~ussert sich das bekannte  Versagen 
der Friedelschen l~egel ffir absorbierende Kristal le  
(yon Laue, 1916; 1941, § 17b). Die Faktoren  70 und  ~:~ 
sind links hlnzugeffigt, well wegen des versehiedenen 
Quersehnitts beim einfallenden und  dem abgebeugten 
Strah170 I D~ a) 12 und  Y~ I D~ I ~' das Mass der eingestrahl- 
ten und  abgebeugten Energie gibt. 

5. Ein Beispiel 

Besser als allgemeine Diskussion li~sst wohl ein Beispiel 
die charakterist isehen Zfige dieser Theorie erkennen. 
Freil ieh erhebt  sieh dabei  die Sehwierigkeit, dass es 
bisher weder Messungen noch theoretische Berech- 
nungsmethoden ffir die Fourierkoeffizienten X~ gibt; 
wir sind auf  einigermassen willkfirliche Annahmen  
fiber sie angewiesen. Deswegen w&hlen wir als Beispiel 
die In~erferenz 200 am NaC1 fiir die Wellenl~nge 
1,54 × 10 -s era. und  machen  yon der Absehi~tzung in 
(18) sowie y o n  dem in der Tabelle angegebenen W e r t  
/~ = 153 em.- i  Gebraueh. Ferner  setzen wir C = 1, wie es 
der Sehwingung senkreeht zur Ebene beider Strahlen 
entsprieht;  f'tir die Schwingung in dieser Ebene fallen 
die. Kurven  der Figuren 2, 3, und  4 etwas flauer aus. 
U m  nach (26) yon den angegebenen Wer ten  auf  die Ab- 
weichung der Einfal lsr ichtung von der Mitte des Inter- 
ferenzbereichs zu schliessen, ist zu beachten, dass 
O = 15,8 °, also sin 20 = 0,525 ist. Aus Symmetr iegr i inden 

ist hier X2oo = X~oo. 
Die Fig. 1 und  2 (a) beziehen sich auf  den Fall,  dass 

die Kristal lschicht  yon Ebenen  111 begrenzt wird. In  
Fig. 1 sind gezeichnet" Erstens die Gerade 

½(~ +~)= ½(llyo + 1/~) / ,  
(siehe (39) und  (13)); zweitens die Kurve  

0 J ~ 

2 2 ' 

(siehe (40) und (13)); dri~tens die Kurve  

2c__~,,.~ ~ (o,9)~Xo.Xo,.~ 
Yo Yo 

0 "¢! [#~ ~.) ~ ,,2 ~7 ~ + 

2 
- - -  ( 0 ,  9 )  ~ XodX 

~/o 

= V 9,~.,~ Y~-7~' z2+4(o,  , ~ o , ~ j  
k 

und viertens or' + z " =  ½(¢x- ¢2) 

2 0 0  

_-7 

180 

Fig. I. Der Verlauf der Funktionen ~' trod ~" im Interferenz- 
bereieh dessen Mitre liegt bei fir = 0. Einheit fiir ~' und ¢": 
1 em-L Einheit ffir fir: 2 × l0 -5. 

0,532 ] 

(~) o , 2 6 s ~  

~ '. : : - -  

I 

o,s~ ] [,--,,,,,~ 
o,4os W ~ , 

V @) 
0~270]~ I I  

--5 --4 -3 --2 -1 1 2 3 i 5"-~"#, 

-~ -~ - 3  -2 -I 

0 , 5 8 4 ]  

o,.ih 

Fig. ~. I: ~elative Intensit~t des direkt durchgehenden 
Strahls ] D(o a) [~/I D(o a) I s naeh (37) ohne Beriieksiehtigung 
des Cosinusgliedes. II: Relative Intensit/~t des abgebeugten 
Strahls ]D~ a) [~/] D(0 ~ 12 naeh (38) ohne Beriieksiehtigtmg 
des CosinusgHedes. III: Amplitude des Cosinusgliedes in 
(37) trod (38). 
(a) Grenzfliche 111; Dicke D = l x  10-2cm.; Einheit fiir . 

fir: 2,00× 10 -5 • 
(b) Grenzfl'iehe 010; Dicke D = I ×  10-2era.; Einheit flit 

fir: 2,45 × 10 -5. 
(c) Grenzfliehe 010; Dieke D=2x l0 -2em. ;  Einheit fiir 

fir: 2,45 x 10 -s. 



hi. VOIq LAUE 113 

(siehe (41)). Ffir das weniger absorbierte Wellenfeld 
No. 2 gibt die Differenz der Geraden und der vierten 
Kurve den Absorptionskoeffizienten; man erkennt, wie 
gering dieser in der Gegend yon ~r=½E ist. Die 
Einheit E, in welcher die Figur /?r misst, betr/igt 
2,0 x 10 -5. Dieselbe Einheit grit auch ffir Fig. 2 (a), 
welche fiir D = 1 × 10 -~ cm. in Kurve I die rechte Seite 
yon (37), in Kurve I I  die rechte SeRe yon (38) angibt, 
beide ohne das Cosinusglied. Die Amplitude des 
Cosinus, ½ffos2vr, gibt Kurve III ;  man erkennt, dass 
eine Berficksichtigung dieses dritten Gliedes an dem 
Verlauf der Figuren I und I I  qualitativ nichts/~nderte. 
D~ss Kurve I und I I  sich genau im Punkt  ~ , = 0  
schneiden, ist wegen [X~]= IX hl eine strenge Fol- 
gerung aus (37) und (38) und findet sich auch in den 
folgenden Figuren. 

Fig. 2 (b) und 2 (c) sind unter der Voraussetzung 
berechnet, dass die Kristallschicht yon zwei Wfirfel- 
fl&chen 010 begrenzt wird. In Fig. 2 (b) ist die Schicht- 
dicke D zu 1 x 10-~cm., in Fig. 2 (c) zu 2 x 10-~cm. 
angenommen. Die Kurven I, I I  und I I I  haben dieselbe 
Bedeutung wie in Fig. 2 (a). J~hneln sich die Figuren 
2 (a) und 2 (b) weitgehend, so ist in Fig. 2 (c) das Maxi- 
mum viel st~.rker ausgepr/~gt und etwas n/~her bei 
/?r--0. Die Einheit E ffir / ? r i s t  in diesen Figuren 
2,45 × 10 -5. 

Zwar diirfen wir diese Kurven wegen der Willkfir der 

Gleichung (18) nicht als quantitatives Abbild der 
Wirklichkeit nehmen und mfissen ffir einen Vergleich 
mit der Erfahrung auch noch berficksichtigen, dass sie 
ffir den anderen, im Experiment nicht abgetrennten 
Polarisationszustand (die elektrische Schwingung in 
der Ebene beider S t rah len)e twas  flauer verlaufen. 
Aber sie stimmen doch qualitativ zu den erw&hnten 
Beobachtungen Borrmann's und geben Grund zu der 
Hoffnung, dass weitere Untersuchung fiber die Absorp- 
tion der RSntgenstrahlen voile Ubereinstimmung 
zwischen Theorie und Erfahrung ergeben wird. 
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A description is given of a punched-card system for Fourier synthesis which may be regarded as a 
mechanized version of the original Beevers-Lipson method, and which has been used successfully 
for the evaluation of two- and three-dimensional Fourier series. 

Introduction 

In X-ray crystal-structure analysis the calculation of 
electron-density distributions by Fourier synthesis is 
a frequently occurring task, for which the methods of 
Robertson (1936) and of Lipson & Beevers (1936) have 
been widely employed. Methods making use of a 
punched-card system have been described by a number 
of investigators (Shaffer, Schomaker & Pauling, 1946; 
Comrie and others (unpublished); Cox, Gross & Jeffrey, 
1947). The method used by the American workers is 
elaborate and requires equipment not available in this 
country, while that  used in connexion with work on 

A C 2  

penicillin was on such a scale that  it could be carried out 
only by a professional computing service. Cox and his 
collaborators have developed a method which can be 
operated by people not specially trained in the use of 
Hollerith equipment. I t  is not considered suitable for 
the evaluation of the electron density at points through- 
out the unit cell, but is used to explore the electron 
density over limited regions by means of sectional 
syntheses. The present scheme is based on the latter 
method, but  is modified so as to resemble more closely 
the original method of Lipson & Beevers, of which it 
may be regarded as a mechanized and extended version. 
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